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Corrigé du baccalauréat S Métropole-La Réunion
11 septembre 2020

Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats

Partie A

2e”

e +1°
On donne ci-dessous la courbe représentative € de la fonction f dans un repére orthonormé.

On considére la fonction f définie sur R par: f(x) =

2
o}

9

s

P

e

w

0
1. Onsaitque lim e*=0,donc lim f(x)=-=0.
X——00 X——00 1
On en déduit que la courbe € admet I'axe des abscisses comme asymptote horizontale en —oco.
2e” 2e*xe™* 2

e*+1 (e*+Dxe* 1+e-*

2. f(x)=

2
Or lim e *=0,donc lim f(x)=-=2.
X—+ X—+00 1
Ceci montre que la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe € en +oo.

3. Lafonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R.

Fl= 2e¥(e¥+1)—e* x2e* 2e* 2e* y 1 fW

(e*+1)2 :(ex+1)2:ex+1 e*+1 eX+1’

4. Pour tout x, e* > 0 donc, comme f(x) est le quotient de deux réels supérieurs a zéro, f(x) >
0; f'(x) > 0 comme quotient de deux nombres positifs : la fonction f est donc strictement
croissante sur Rde 0 a 2.

2 2
5. Onaf(O)—m—E—l,doncI(O, 1) esb.
f(0) 1
el0+1 2

La tangente a %6 au point I a pour coefficient directeur f'(0) =
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Partie B

Une entreprise souhaite fabriquer de facon automatisée des flttes
(verres a pied) de forme allongée de contenance 12,5 cL. Chaque flte
est composée de deux parties comme sur l'illustration ci-contre : un
pied, en verre plein, et un contenant de 12,5 cL.

ATaide de la fonction f définie dans la partie A, le fabricant modélise
le profil du contenant de la fltite de la maniere décrite ci-dessous.

contenant

pied

Soit A un point de € d’abscisse a strictement positive. La rotation autour de 1'axe des abscisses ap-
pliquée ala partie de € limitée par les points I et A engendre une surface modélisant le contenant de

la flGite en prenant pour unité 1 cm.

Ainsi x et f(x) représentent des longueurs en centimetres et 'objectif de cette partie est de détermi-

ner la valeur de a pour que le volume du contenant soit égal a 12,5 cL.

Le réel a étant strictement positif, on admet que le volume V' (a) de ce solide en cm? est donné parla

a
formule: V(a) = nf (f(x))2 dx.
0

X X

e N —e _4(ex(ex+1)—ex)_ e2x+ex—ex)_
e +1 (e +1)?) e+ ) | (es+1? |
ex 2 Zex 2
_ _ _ 2
_4(ex+1 _(ex+1) =)

. o . €
2. On détermine une primitive sur R de chaque fonction: g: x — —
e

Siux)=e*+1,alors u'(x)=e*:
!

wx) L
e onagx) = ) qui a pour primitive x — In|u(x)].

e2x
(eX + 1)2)

X

eth: x— —.
+1 (e* +1)2

Or, pour tout x, e *+1 > 0, donc la fonction g a pour primitive la fonction x — In(e* +1);

-u'(x) . it 1
ul a pour primitive x — ——.
(u(x))2 THapourp (0

e onah(x)=

1
Donc la fonction # a pour primitive la fonction x —

3. D’apres les résultats précédents :

a a
wmznf(qudx=¢[4(
0 0

X X

+—
e*+1  (eX+1)?

a e
dxznf 4
0o e‘+

eX+1°

X a —e¥
dx+ﬂf 4—2dx
1 o (e¥+1)
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a

+7T
0

=7 [4ln (e*+1)

1 a
4—] =4nln(e”+1)—4nln2+ — 4=
e*+1 | et+1 2

1 1]
et+1 2|

e?+1

=4n [ln

4. On cherche une valeur approchée de a a 0,1 pres, sachant qu’'une fltite doit contenir 12,5 cL
donc 125 cm®.

La calculatrice donne V(11,1403) = 125; donc a~ 11,1 2107} pres.

Partie C

Un client commande un lot de 400 fliites de 12,5 cL et constate que 13 d’entre elles ne sont pas
conformes aux caractéristiques annoncées par le fabricant. Le responsable des ventes lui avait pour-
tant affirmé que 98 % des fltites vendues par 'entreprise était conforme.

La fréquence de fliites conformes est p = 0,98.

n =400 > 30, np =392 > 5et n(1-p) =9 > 5 donc on peut établir un intervalle de fluctuation
asymptotique eu risque de 5% :

vVpl-p) Vpd-p)
Lsoo = P—1,96—p P ;p+1,96—p P
Vvn vn
V0,98 % 0,02 V0,98 % 0,02
= (0,98 — 1,96T ;0,98+1,96—— [ = [0,966; 0,994].

. i A 387
Avec 13 flGtes non conformes, la proportion de flites conformes est 200 =0,9675.

Comme 0,9675 € [0, 966 ; 0, 994] , le client ne peut pas mettre en doute I'affirmation du responsable.

Exercice 2 6 points

Commun a tous les candidats
Partie A

Une machine fabrique des boules destinées a un jeu de hasard.

La masse en grammes, de chacune de ces boules peut-étre modélisée par une variable aléatoire M
suivant une loi normale d’espérance 52 et d’écart type o.

Les boules dont la masse est comprise entre 51 et 53 grammes sont dites conformes.

1. Avec les réglages initiaux de la machine on a o = 0,437.
La probabilité qu'une boule fabriquée par cette machine soit conforme est 0,978 au millieme
pres, soit 12 107! pres.

2. On considere que la machine est correctement réglée si au moins 99 % des boules qu’elle fa-
brique sont conformes.

Déterminer une valeur approchée de la plus grande valeur de o qui permet d’affirmer que la
machine est correctement réglée revient a trouver o tel que P(51 < M < 53) > 0,99.

Considérons la variable aléatoire Y telle que Y = qui suit donc la loi normale centrée

réduite et on a donc
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-1
PBl1<M<53)=0,99 < P(-1<M-52<1)20,99 P(—§
o
1 1 1
2PIY<—120,99 < 2P|Y<—|21,99 < P|Y <—]|=>0,995.
o o o
1
La calculatrice donne — > 2,5758 soit o < 0,388.
o

La plus grande valeur de sigma est donc 0,388 au millieme prés.

Partie B
La pesée des boules se fait sur des balances électroniques de précision. Chaque jour, on vérifie que
la balance n’est pas déréglée. La durée, en jour, d’'utilisation de ces balances avant déréglement est

modélisée par une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de parametres A. La courbe
représentative de la fonction densité de cette variable aléatoire T est donnée ci-dessous.

0,10 +

0,05

11

1. a. Onsait que la fonction densité est définie par f(f) = Ae‘“; donc f(0) = A.
On lit sur la figure : 0,05 < A < 0, 06.
b. Laire du domaine grisé, en unité d’aire, est égale a 0,45 et correspond a P(M < 11).

On sait que l'aire est égale, en unité d’aire, a I'intégrale de la fonction densité sur l'inter-
valle [0; 11], soit :

11 11
0,45:[ Ae Mdr= [—e"”]o ——e M _ (1) e 0,45=1-e" ' — 0,55 =¢ 11}
0

soit, par croissance de la fonction logarithme népérien :
In0,55  In0,55

In0,55=-111 <= A= =
-11 11

~0,054349 = 0,054 au millieme pres.

Dans la suite, on prendra A = 0,054.

2. La durée moyenne d’utilisation d'une balance sans qu’elle ne se dérégle est :

1 1
E(T)=—-~= =~ 18,51 soit environ 19 (jours).
(1) A 0,054 G )

3. Une balance est mise en service le 1¢" janvier 2020. Elle fonctionne sans se dérégler du 1¢* au 20
janvier inclus.

La probabilité qu’elle fonctionne sans se dérégler jusqu’au 31 janvier inclus est :
Pp(r320)(T >20+11) = P(T > 11) =e 111 5 g7 11X0054 5 0, 552,
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Partie C

On dispose de deux urnes U et V contenant des boules fabriquées comme précédemment. Sur cha-
cune des boules est inscrit 'un des nombres —1, 1, ou 2.
Lurne U contient une boule portant le nombre 1 et trois boules portant le nombre —1.

Lurne V contient une boule portant le nombre 1 et trois boules portant le nombre 2.

On considére un jeu lequel chaque partie se déroule de la maniére suivante : dans un premier temps
on tire au hasard une boule dans 'urne U, on note x le nombre inscrit sur cette boule puis on la met
dans l'urne V. Dans un deuxiéme temps, on tire au hasard une boule dans 'urne V et on note y le
nombre inscrit sur cette boule.

On consideére les évéenements suivants :

e U : «on tire une boule portant le nombre 1 dans 'urne U, c’est-a-dire x = 1 »;

e U_; : «on tire une boule portant le nombre —1 dans 'urne U c’est-a-dire x = —1»;
* V5 : «on tire une boule portant le nombre 2 dans 'urne V c’est-a-dire y =2 »;

* 17 : «on tire une boule portant le nombre 1 dans 'urne V c’est-a-dire y = 1»;

e V_; :«ontire une boule portant le nombre —1 dans l'urne V », c’est-a-dire y = —1».

1. On complete I'arbre pondéré :

2. Dans ce jeu, a chaque partie on associe le nombre complexe z = x +1iy.

On calcule les probabilités des évenements suivants.

a. A:«Z:—l—i»;

Cela signifie que x = -1 et y = —1, donc que
3 1 3 15
P(A)=PWU-1NV_))=PWU-1)xPy_, (V)= 1 520" 100" 0,15.
b. B:«zetsolution del'équation t?> +2¢+5=0»;

Avec A = 4—20 = —16 = (4i)? < 0, on sait qu’il y a deux solutions complexes :

-2+4i . -2-4i .
21 = 2 =—-1+2ietz = =-1-2i.
Dans le premier cas: x = —1 et y = 2 et dans le second x = —1 et y = —2 ce qui n’arrive pas.
Onadonc P(B)=P(U-1NnV,) =P (U_-7) x Py, (V) 3,3.9 45 0,45
= — = —1) X =—X—-=—=—=0, .
He PR T T 5T 20 100
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c. C:«Dansle plan complexe rapporté a un repere orthonormal (O ; ;, 7/)) le point M d’af-
fixe z appartient au disque de centre O et de rayon 2 ».
Les coordonnées (x ; y) d'un point M du disque vérifient x* + y* < 4.

2 2
esix=lety=1,alors x>+ 1y2=2<4; P(U1NnV})) == x = = —,
y y (UynV) 255-20
six=—lety=-1,alors x*+y?2=2<4; P(U_1nV_) = 3 1— 3
S erET Y IR
let 1, al +y=2<4;P(U-1nWV) 3.1 3
e six=—1ety=1,alors x? = _ =x-=—,
y= J/ 1 1 155~ 20

2 3 3 8 2
Conclusion : P(C) = —+ — =-.
20 20 20 20 5

3. Lors d’'une partie, on obtient le nombre 1 sur chacune des boules tirées. On va montrer que le
nombre complexe z associé i cette partie vérifie z2920 = —21010,
Onadoncz=1+1i=1+1i,donc|z]? =12+12=2.

On peut écrire z sous la forme : z = \/—(£ + £) =v2(cosZ +isinZ) = y2eli.

)2020 )2020

Il en résulte que : 22020 = (\/_e = (\/5)2020 x (e t
1010

. (\/5)2020:(\/5)2x1010:(\/§2) :21010

2020 : 20207 : : : s 1252
. (e 4) = @ 125 = @B05IT = 17 @504im = _  (2i7)2F o 11252 =

Finalement : 22020 = —21010,

Exercice 3 4 points

Commun a tous les candidats

—>—>—>)

Lespace est rapporté a un repere orthonormé (O 1, ], k.
On considere les points A(1; 1;4); B(4;2;5); C(3;0; —-2) et]J(1;4; 2).

Onnote: e« 22 leplan passant par les points A, B et C;
1
e 9 la droite passant par le point J et de vecteur directeur w1l
3

1. Position relative de &2 et de &9

1
a. On montrer que le vecteur n | —4 | est normal a Z2.
1
(3 (2
OnaAB|1]; AC|-1].
1 -6

¢« AB 71) =3-4+1=0:les vecteurs sont orthogonaux;
e AC-n =2+4-6=0:lesvecteurs sont orthogonaux.

Le vecteur n, orthogonal a deux vecteurs manifestement non colinéaires du plan (ABC),
est donc un vecteur normal a ce plan.
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b. On détermine une équation cartésienne du plan 22.

Le vecteur 7 est normal au plan (ABC) donc le plan (ABC) a une équation de la forme
x—4y+z+d=0,avecdeR.

A(l;1;4e€eABC)doncl—-4+4+d=0 < d=-1.
Donc le plan (ABC) a pour équation: x—4y+z—-1=0
c. Onva montrer que 9 est paralléle a 2.
Z . 71) =1-4+3=0:les vecteurs Z (vecteur directeur de 2) et 71) (vecteur normal a ?)
sont orthogonaux ce qui montre que 2 est parallele a 22.
On rappelle que, un point I et un nombre réel strictement positif r étant donnés, la sphere de
centre I et de rayon r est 'ensemble des points M de I'espace vérifiant IM =r.

On considere le point I(1; 9; 0) et on appelle .# la sphére de centre I et de rayon 6.
2. Position relative de &2 et de ¥

a. On va montrer que la droite A passant par I est orthogonale au plan 22 coupe ce plan &2
au pointH(3;1; 2).
La droite A passant par I et orthogonale au plan 22 a donc pour vecteur directeur n.

Donc M(x; y; 2) €A < I—]\;f:a;,ae[}%,soit:

x-1 = «a X = 1+a
Mx;y;20EA < y=-9 = —4da = y = 9-4a ,acR.
z—-0 = a z = 41
Le point d’intersection H de A et de 2 a ses coordonnées qui vérifient les équations de la
X = 1+a
. . N y = 9-4a
droite et celle du plan, soit le systeme : . = o
x—4y+z-1 = 0

Onadonc (1+a)—-4(9—-4a)+a—1=0cequiéquivaut a = 2.

x=1+a=3,y=9-4a=1etz=a =2 donc le point H a pour coordonnées (3; 1; 2).
b. On calcule la distance IH.

IH2=3-1%+(1-9%+2-02=4+64+4=72;doncIH =72 =6V2.

On admet que pour tout point M du plan &2 on aIM > TH.

c. La sphere . a pour centre I et la distance IH du centre au plan 2 est 6v/2 qui est supé-
rieure au rayon r = 6 de la sphere.

Donc le plan £2 ne coupe pas la sphere .
3. Position relative de 2 et de .

a. On détermine une représentation paramétrique de la droite &, passant par J et de vecteur
directeur ..

x—-1 =t
Mix;y;,20e9 < JM=tu < y—-4 = t ,teR, soit:
z—2 = 3t
x = 1+1¢
Mix;y;20€9 < y = 4+t ,telR.
z = 243t

b. M(x;y; €Y < IM=6 < IM?=36 < (x—1)>+(y—(-4)%+(2-0)*> =36
= (x-1*+(y-9)*+2*=36.
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C.

Exercice 4

Onall?=(1-1%+(9-4%+2-0?2=25+4=29.
DoncIJ = v29 = 5,4 < 6 longueur du rayon de la sphere : ceci montre que J est intérieur a
la sphere et donc toute droite contenant J coupe la sphere en deux points.

4 points

Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On consideére la suite (u,,) définie, pour tout entier naturel non nul n, par: u, =

nn+2)
(n+1)2°

La suite (v,) est définie par :

V1 = Uy, U2 = U] X Up et pour tout entier naturel 7 >3, v, = U X Up X ... X Uy = Up_] X Up.

3 8 3 8 3x4x2 2
l. yy=—-etup=—,donc o =y xUp =— X — = ———— = —.
4 9 4 9 4x3x3 3
15 d 2 15 5
Uzs=—,donCcuvs=u X Up X U3 =V X U3 = — X — = —.
3= 16 3 IXUp XU =V X Us =5 X Tu=0
2.
Algorithme
1. V<1
On complete I'algorithme ci-contre afin que, aprés son | 2. pour; variantde 1 a n
exécution, la variable V contiennent la valeur v, ol1 n est i(i+2)
un nombre entier naturel non nul défini par I'utilisateur. 3. — GiD?
4, V—-VxU
5. Fin Pour
3. a. Ona, quelquesoitneN,
nn+2) n’+2n n*+2n+1-1 (n+1)? 1 1
ul’l = = = = —_ = 1 —_ .
(n+1)?%  (n+1)? (n+1)2 (n+1)2 (m+1)?2 (n+1)>2
b. De par sa définition u, quotient de deux termes supérieurs a 0 est supérieur a 0.
1
D’apres la question précédente comme ———— >0, 1-—— < 1, soit u, < 1, quel que
p q p (n + 1)2 (n+ 1)2 n q q
soit n e N*.
Conclusion : pour neN, 0<u,<]1.
. Un+1 U X...XUp X Upt+1
4. a. Quel que soit 7, n- 1 n- Up+l-
Un Up X...X Up
. L v . L
Or d’apres la question précédente u,+; <1, donc ntl 1, donc la suite (v;) est décrois-
Un
sante.
b. Les termes u;, étant supérieurs a zéro, les termes v, sont supérieurs a zéro.
On a donc quel que soit n € N*, 0< vy,.
La suite (v,) est donc décroissante et minorée par 0; d’apres le théoréme de la conver-
gence monotone, elle est convergente vers un réel supérieur ou égal a zéro.
(n+1)(n+3)
5. A& Upt1=UnXUpt1 =UpX —————

(n+2)?2
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b. Soitl i6té nt2
. Soit la propriété: v, = .
prop " o)
o Initialisation
3 1+2 3 . .
V) = u; = — et —— = — :larelation est vraie au rang 1.
4 2x2 4
o Heérédité
Soit ne N tel >1et n+2
oit n el que n et supposons que v, = ———.
q > pp q n 2+ 1)

D’apres la question précédente :

(n+1)(n+3) n+2 (n+1)(n+3) n+3 (n+1)+2
(n+2)2 2(n+1) (n+2)2 2n+2) 2((n+1)+1)

larelation est vraie au rang n + 1.

Un+1 = Un X

e Conclusion

La relation est vraie au rang 1 et si elle est vraie a un rang au moins égal a 1, elle est vraie
au rang suivant; d’apres le principe de récurrence : pour tout entier naturel non nul r,

n+2

vy = .

2(n+1)

) ) 1+2
c. On peut puisque n # 0 écrire v, = —~.
2(1++)

.2 1 . o . 1 1

Or lim — = lim —, donc par somme et quotient de limites: lim v, = =—.
n—+oop n—+oon n—+0oo 2x1 2

6. On considere la suite w;, définie par
w1 =In(u1), wy =In(uy) +1n(up) et, pour tout entier naturel n > 3, par
n
wyp =Y In(ug) =In(ur) +In(u) +... +1n (up).
k=1
Ona w; =In(u;) =ln(%);

w7 =In(uy) +In(up) +... +In(u7) = In(u; x up x... x u7) = In(v7) soit d’apres le résultat de la

. 7+2
question 5. c.: w7 =1n =ln—.
2(7+1) 16
9  (3)? 3)? 3
Or—:(—) ,donc:W7=1n(—) =2In-=2w;.
16 4 4 4
Exercice 4 5 points

Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
Partie A

Pour tout entier naturel n, on définit les entiers a,, =6 x5" —2 et b, =3 x5" + 1.

1. a. 5=1[4]donc5"=1"[4]donc5" =1 [4]
e 6x5"=6x1=6[4]donc6x5"-2=6-2=0 [4] donc a,, =0 [4]
¢ 3x5"=3x1=3[4]donc3x5"+1=3+1=0 [4] donc b,, =0 [4]
b. Pour tout entier naturel n, 2b,, —a;, =23 x5"+1)—(6x5"-2) =6x5"+2—-6x5"+2 =4,

c. * 2b,—a,=4donc, d’apres le théoreme de Bézout, le PGCD de a,, et b, est un diviseur
de 4.
¢ 4 divise a, et 4 divise b;, donc 4 divise leur PGCD.

On peut donc en déduire que le PGCD de a;, et b, est 4.
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2. a. b2020=3x52020+1

5= —2[7] donc 52920 = (—2)2920 (7] donc 3 x 52920 = 3 x (=2)2920 [7] et donc

3x 52020 41 =3x(-2)2920 41 (7]
Cela veut dire que b2 = 3 x (—2)2020 4 1 [7].

Comme 2020 est pair, (=2)2020 — 2020, 4y en déduit que bzp20 =3 x 22020 1 (7]

7 2.

b. 2020 =3 x 673+ 1, donc : 22020 = 23x673+1 = (23)
Or23=8=1(7]. Donc (23)*° =163 =1 [7].

On déduit : (23)673 x2=1x2=2][7] donc 3 x (23)673

x2=3x2=6][7].

On peut alors dire que 3 x (23)673 x2+1=6+1=0/[7], donc b,y est divisible par 7.

c. Lentier b, est divisible par 4 pour tout n, donc b2z est divisible par 4; de plus bz g est
divisible par 7 donc, 4 et 7 étant premiers entre eux, bz 2q est divisible par 28.

Lentier a,, est divisible par 4 pour tout r, donc ay g est divisible par 4.
On sait que le PGCD de ay, et b, est 4 donc le PGCD de az 29 et b2ozo est 4.
Si ay 20 est divisible par 7, alors ay 20 est divisible par 28, et le PGCD de az 20 et b2o2o est

28, ce qui est faux.
Donc ap 20 n'est pas divisible par 7.

Partie B

On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

Up+1 = 3uy+4v,

up = vy = 1 et, pour tout entier naturel n,
Un+l = Un+3Up

Pour un entier naturel N donné, on souhaite calculer les termes de
rang N des suites (u,) et (v,) et on se demande si l'algorithme ci-
contre permet ce calcul.

1. On fait fonctionner I'algorithme avec N = 2.

On complete le tableau ci-contre en donnant

les valeurs successivement affectées aux va-

riables U, Vet K.

Algorithme

1. | U<1

2. | V<1

3. | K<0

4. | Tantque K < N

5. | U<~3U+4V

6. | V—U+3V

7. | K—K+1

8. | Fin Tant que
U 14 K
1 1 0
7 10 1
61 91 2

2. Lalgorithme ne permet pas de calculer uy et vy pour une valeur de N donnée car

uy =3up +4vy =7 et v; = Up + 3vy =4 alors que la valeur de v; calculée par I'algorithme est 10.

On écrit une version corrigée de cet algorithme afin que les variables U et V contiennent bien

les valeurs de uy et vy ala fin de son exécution :

10
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Algorithme

U1

V<1l

K~0

Tant que K < N
X—U
U—3U0+4V
V—X+3V
K—K+1

Fin Tant que

LRI N| | @ —

Partie C

Pour tout entier naturel 7, on définit la matrice colonne X, = (U”).
n

Up+1 = 3u,+4vy, Up+1) _ (3 4 Un) , o . _ (3 4
l.{ Vnel = Uy +30, donc(vnﬂ)_(1 3)x(vn)ces‘[—a—dlreXnH—AXnavecA—(1 3).

2. Soit &, la propriété : X,, = A" Xp.
e Initialisation
1 o (1 0 o
Xo = et A = donc A" Xy = Xp
1 0 1
La propriété est vraie au rang 0.

* Hérédité
On suppose la propriété vraie pour un rang n > 0, c’est-a-dire X, = A" X,.
Xp+1 = AXp = A(A"Xp) = (AA™) Xo = A" X,
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0, donc, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, X, = A" X.

12><5”+2 4x5"-4
4| 5"-1 2x5"+2)

Un\_ s _any, L[(2X5"+2 4x57-4) (1) _1(2x5"+2+4x5"-4) _1(6x5" -2
ve) T 0=%1 57-1 2x5%+2 1) 4| 5"—1+2x5"+2 3x5%+1

6
"4 \bp

an by,
Doncu, =—etv,=—.
"Ta "T g

3. On admet que, pour tout entier naturel n, A" =

T4

b
4. On sait que le PGCD de a,, est b, est égal a 4, donc le PGCD de % et Zn est égal a 1; donc les

nombres 1, et v, sont premiers entre eux.
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